Vzorové feseni tloh

Vzorova reseni a komentare
k 5. sérii tloh

Uloha &. 1

Do skdly jsou vytesdny Ctyri shodné obdélniky jako na obrdzku 1. Obsah vnéjsitho
Ctverce je 4krdt vetsi neZ obsah vnitiniho ctverce. Jaky je pomér délky delsi strany
kazdého obdélniku k délce jeho kratsi strany?

Resent: Pokud vime, Ze obsah vnéjsiho ¢tverce je 4krat vétsi nez obsah vniti-
niho ¢tverce, dokazeme odvodit pomeér stran téchto ¢tverct. Obsah je vzdy dru-

hou mocninou strany, proto kdyz je obsah 4krat vétsi, tak strana vnéjsiho ¢tverce
je 2krat vétsi nez strana vnitiniho Ctverce.

b a b

2a
Obr. 1

Stranu mensiho ¢tverce oznacime jako a, tim padem strana vétsiho bude 2a.
Mensi ¢tverec je uprostied vétsiho, protoZe na obou stranach jsou na vysku po-
stavené obdélniky. Jejich kratsi stranu pojmenujeme b. Z obrazku mtizeme vidét,
Ze 2a = b + a + b. Diky tomuto zjisténi miZeme fict, Ze 2b = a a obdélnik ma
jednu stranu o délce b a druhou a + b. a + b mUZeme prepsat jako 3b a strany
obdélnika jsou z tohoto diivodu v poméru b : 3b, neboli 1: 3.

Uloha ¢&.2
Ve Velké Britdnii jsme nasli ¢tverec ABCD jako na obrdzku 2 se stranou délky

Realizace projektu byla podporena ' ‘
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Obr. 2

|AB| = 12. Body E a F jsou postupné stredy stran AD a BC. Na tisecce EF leZi
postupné body G a H. Z bodit G a H jsou vedeny tisecky do vrcholii A a C tak,
Ze tyto usecky rozdéli ctverec na tri oblasti (AGCD, AHCG, ABCH) se stejnym
obsahem. Jakou délku md usecka GH?

Resent: Obsah ¢tverce je 122 = 144. Kazd4 ze tif oblasti m4 stejny obsah, tedy
144:3 = 48. Oblast AHCG se sklada ze dvou trojuhelnikit AHG a CHG se stejnou
zékladnou GH. JelikoZ jsou body E a F stfedy protéjSich stran ¢tverce, maji tyto
trojuhelniky stejnou vy$ku a to 12: 2 = 6, a proto i stejny obsah. Dosadime do

vzorecku pro vypocet obsahu trojuhelniku S = #3:
_, IGH|-6
48 =2 3
48 =6 |GH|
IGH| =8

Dostaneme, Ze délka usec¢ky GH je 8.

Komentdr: Vétsina resitela dosla ke spravnému vysledku, ale velka ¢ast uva-
Zovala |EG| = |HF| bez zdivodnéni, za coZ jsme museli strhnout bod.

Uloha &.3
Napiste vSechna kladnd celd cisla mensi neZ 2026, kterd se rovnaji Sestindsobku

o oo

souctu svych cislic. Dobre zdiivodnéte, proc to pro Zddnd dalsi ¢isla neplati.

Resent: Hledan4 ¢isla musi byt ndsobkem 6, protoZe soucet &islic celého ¢isla
musi byt cely. JelikoZ nechceme prohledavat vSechny nasobky 6, takze si zjistime
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co je nejvyssi ciferny soucet, co miizeme dostat do ¢isla 2026. Ten najdeme u ¢isla
Zbyva nam tedy uz jen pouhych 27 mozZnosti, které bud miZeme prohledat
ruc¢né, nebo si sestavit soustavu rovnic abychom nasli feSeni bez zkouseni. a je
¢islice na misté jednotek, b je ¢islice na misté desitek a c ¢islice na misté stovek.
Pro jednociferné ¢isla mame néasledujici rovnici:

a=6xa
Tato rovnice vyjde pouze pokud a = 0 a jelikoZ vime, Ze a je kladné ¢islo, tak

nem?uize byt 0
Pojdme si tedy sestavit rovnici pro dvouciferna ¢isla, ktera bude vypadat takto:

10b+a=6x(a+b)
Po upravé nam vyjde
4b =5a

jelikoZ a i b jsou cifry, tak jediny zptsob jak mize rovnice vyjit je
b=5a=4

takze 54 je jediny mozny vysledek v dvoucifernych cislech. Udélame to stejné
pro trojciferna ¢isla:

100c+10b+c=6 % (a+b+c)

po Upravé ndm vyjde
9c +4b =5a

jelikoZ nejmensi co miiZze nezndma byt je 1, tak z levé strany dostaneme nejméné
98 a z pravé nejvice 45. Toto ale neni ekvivalentni, a tak to neni Zadné trojciferné
Cislo. Proto jediné reseni této tlohy je 54.

Uloha ¢. 4

Na obrdzku jsou do sebe zaklesnuté dva pravidelné ctyrboké jehlany. Prvni jehlan
md hranu podstavy délky 1 cm, druhy jehlan md hranu podstavy délky 2 cm. Oba
Jjehlany maji vysku 3 cm a jejich hlavni vrcholy jsou uprostred podstavy druhého
jehlanu. Jehlany nejsou oproti sobé natocené, predni hrany podstav jsou rovno-
bézné. Urcete objem priiniku téchto dvou jehlanti.
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Obr.3

Resent:

MiuiZeme si povSimnout, Ze prinikem jehlant jsou dva mensi ¢tyrboké jehlany,
které maji podstavu v misté praniku, tedy EFGH. Pokusime se obsah této pod-
stavy zjistit. Za¢neme tim, Ze udélame obéma jehlany fez po uhloptickach jejich
podstav. Tim ziskdme schéma jako na obrazku 4.

Délka tise¢ky A O bude polovina tihlopti¢ky ¢tverce ABCD, tedy v/2. Délka KV
bude polovi¢ni, tedy % MuzZeme si pov§imnout, Ze trojuhelniky AOE a KVE si
jsou podobné, jelikoZ maji stejné dva dhly: «, &’ (Ghly vrcholové) a 3, B’ (Ghly
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Obr. 4

stridavé). Jelikoz jejich strany jsou v poméru 1:2, jejich vysky, které reprezentuji
usecky VS a SO, budou ve stejném poméru. Jelikoz [VO| = 3 cm (vySka obou
jehlan®), plati, Ze [VS| = 1cm a |[SO| = 2 cm. Nyni dopocitdme velikost tisecky
ES. Zcela urcité plati, Ze trojuhelniky OVK a OSE si jsou podobné. JelikoZ |OV| =
= 3cm a |SO| = 2cm, pomér velikosti stran téchto dvou trojuhelnikii je 3 :
: 2. Z toho vyplyva, Ze [ES| = 2[VK| = 22 = Y2 Nyni nam zbyva uinit
uZ jen posledni krok k tomu, abychom zjistili obsah podstavy jehlant, které
tvoii prinik, tedy EFGH. Usecka ES tvoif polovinu uhlopii¢ky této podstavy,
jeji obsah bude tedy:

_ LRV
A—(ZX\ES\xﬁ) =(2x

Obsah obou jehlant tvotici pranik bude:

\/z 1 2 4 2
?Xi —§Cm.

7)

N

1 1
P:fAXIVSI—I-gxISOI:

ix1+f
3 9 3

W] =

Komentdr: Pro teSeni této ulohy bylo dilezZité spravné provést rez jehlany.
Musime také dbat na to, abychom pfi feSeni ulohy a projekci do nac¢rtku spravné
oznacili délky stran.

Uloha &.5

Deset tesarikii sedi v radé na deseti listech, co list to tesarik. V jeden moment kazdy
z tesarikii preleze na néjaky ze sousednich listii nebo ziistane na svém ptivodnim
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misté. Kolika zptisoby to mohou udélat, aby na kazdém listé byl opét prdvé jeden
tesarik?

Resent: Ulohu zkusime vyresit nejdiive pro nizsi pocet tesaiikil. Pokud mame
v fadé pravé jednoho tesatika, ma prave jednu moznost - zlistat na misté. Pokud
mame dva tesatriky, mozZnosti také prili§ nemaji - bud oba zlstanou na misté,
nebo se prohodi. Uloha za¢in4 byt zajimavé od tiech tesafikil vyse. Pfedstavme
si, Ze jsme tretiho tesatika posadili na konec rady. M4 opét dvé moznosti, co
miuze udélat - zistat na misté, anebo se prohodit s tesafikem vedle sebe. Pokud
zlistane na misté, tak uz vime, kolik moznosti maji zbyli dva tesarici, protoze
toto cislo jsme spocitali v predchozim kroku - budou mit 2 moznosti. Nicméné,
pokud se treti tesatik prohodi s druhym, prvni tesatik uz muiiZe jen zlstat na
misté, ma tedy jen jednu moznost.

Oznac¢me f funkci, kterd ndm pro pocet tesarika vrati poc¢et moznosti, jak se
mohou prohodit. Poté jsme pro 3 tesatiky prisli na tento vztah:

f(3) = f(2) + (1)
f3)=2+1=3
Po pridani ¢tvrtého tesarika vime, Ze opét mtze zlstat na misté, a tak bude
mit f(3) mozZnosti, anebo se prohodi se tfetim tesafikem. V fadé tak zbydou dva
tesatici (prvni a druhy), ktet{ maji f(2) moZnosti. Bude tedy platit vztah:

f(4) = f(3) +f(2)
f(4)=3+2=5

Definici si miiZeme zobecnit pro jakékoliv x > 2:

fix) =f(x—1) 4+ f(x —2)

Abychom zjistili f(10), staci ndm pouze do funkce opakované dosazovat, a
prijdeme na to, Ze f(10) = 89. Nicméné ti pozorni z vas si urcité vsimli, ze
predpis funkce f je skoro stejny jako predpis Fibonacciho poslopnosti. Nicméné,
primo o tuto posloupnost se nejedna, protoZe pro nasi funkci plati, Ze (1) = 1
a f(2) = 2, zatimco u Fibonacciho poslopnosti plati f¢ip (1) =1 a ffip(2) = 1.

Uloha ¢.6

Na vrcholu Mount Everestu je lichobéznik ABCD takovy, Ze AD || BC, [BD| =1,
|<DBA| = 23° a |<BDC| = 46°. Navic plati pomér |BC|:|AD| = 9:5. Jakd je
délka strany CD? Vysledek podloZte vypocty.
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Reseni: Nejdiive si prodlouzime pifmky BA a CD tak, aby vznikl prisecik, ktery
si oznac¢ime E (viz obrazek). Ze zadani, vime, Ze Gisecky AD a CB jsou rovnobézné,
a ze |BC|: |AD| = 9x : 5x. Protoze jsou tusecky AD a CB rovnobézné, tak jsou
trojuhelniky ADE a BCD podobné a tedy plati rovnost ;Ea = ‘E?\‘ Déle vime,
ze |[EC| = [ED| + |DC|.

Uhly CBD a BDA jsou sttidavé, a jejich velikost si ozna¢ime «, iihly BCD a ADE
jsou souhlasné a jejich velikost si ozna¢ime f3.

Nasledné plati, Zze o + 3 = 134. Uhly CBA a DAE jsou také souhlasné a jejich
velikost je 23° + «.

Z téchto rovnosti ndm vznikne nasledujici rovnice:

|<AED| = 180° — o — 23° —

|<JAED| = 180° — 134° — 230
|[<JAED| = 23°
Z tohoto vypliva, Ze trojuhelnik BDE je rovnoramenny, a tedy plati [BD| =
=|[ED|=1.
Nasledné do rovnosti 'EC“ = ‘EDl dosadime pomér |BC|: |AD| = 9x:5x a
rovnost [EC| = [ED| + |DC| a dosadlme [ED| =1:

1+pcl 1
9x  5x
5+5x|DC|=9

De =2

z .4
Délka strany DC tedy je =.

Komentdr: Tato uloha byla pomérné obtizn4, a to z divodu, Ze se velké mnoz-
stvi fesitelt rozhodlo dlohu fesit pomoci goniometrie, coZ mélo za nasledek

vysoky vyskyt pocetnich chyb.

Uloha ¢.7

Na dné Bajkalu jsme objevili tvi redlnd nezdpornd ¢isla a, b, c, kterd spliiuji vztahy
. 2a? . 2b? a 2c?
C 1+a?’ C1+b% T+c?
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Urcete vSechny mozné trojice cisel a,b, c. Zdiivodnéte, proc neexistuji Zddné
dalsi vyhovujici trojice.

Resent: Pokud se jedno z ¢&isel a,b, ¢ rovna nule, pak musi platit a = 0,b =
= 0,c = 0, a tato trojice spliiuje v8echny tfi vztahy. Mame tedy prvni reSeni, a
pro zbytek tlohy mtzZeme predpokladat, Ze a, b, ¢ jsou kladna.

Dokazme, Ze kazdé redlné ¢islo x plati x?+1 > 2x s rovnosti pravé kdyz x = 1:
0 £ (x—1)%2 =x%2 —2x+1 s rovnosti pravé kdyz x — 1 = 0, ipravami dostaneme
dokazovanou nerovnost.

Upravou prvniho vztahu a pouZitim této nerovnosti ziskdme 2a* = b(1 +
+ a?) = 2ab s rovnosti pravé kdyz a = 1. Z predpokladu a > 0 plyne a > b.
Obdobné z druhého vztahu plati b = ¢ s rovnosti pravé kdyz b = 1 a ze ttetiho
vztahu ¢ = a s rovnosti pravé kdyz ¢ = 1. Diky tomu, Ze a,b,c > 0, mliZeme
nerovnosti vynasobit. Tim zjistime, Ze pro vSechna teSeni a, b, ¢ > 0 plati abc =
= abc s rovnosti pravé kdyZ a = b = ¢ = 1. Rovnost ale zfejmé plati, takze
jediné mozné feSeni miiZze byt pravé a = b = ¢ = 1. Dosazenim ovérime, Ze
tato trojice skute¢né splituje vSechny vztahy, takze feSenimi tlohy jsou 0,0,0 a
1,1,1.

Alternativni feSeni: Vztahy mizeme zapsat jako b = f(a), ¢ = f(b) a a = f(c),

2x2

pro funkci f(x) = 557 z nezapornych redlnych cisel do redlnych cisel.
Tuto funkci mtzeme upravit na f(x) = 2 — H% Na nezapornych realnych

gislech je 14 x? rostouci, takze H% je klesajici a f je opét rostouci.

Vsimnéme si, Ze pokud nahradime a za b, b za ¢ a ¢ za a, platnost vztaht se
nezméni. Diky tomu mtiZzeme ptredpokladat, Ze a = b a a = c: pokud je nejvétsi
b nebo ¢, miZeme provést toto nahrazeni a nebo opa¢né nahrazeni, tedy a za
c,czabab za a. (Pozor: NemiZeme piedpokliddat a = b = ¢ - na to bychom
pottrebovali prohodit a s b pti zachovani ¢, coz mize zménit vztahy v zadani.)

f je rostouci, takZe z a = c plyne f(a) = f(c), tedy b = a. Zaroveii a = b,
takZe a = b. Diky tomu i f(a) = f(b), tedy b = c. Dohromady jsme dokazali, ze
pro kazdé reSeni musi platit a =b = c.

Dosazenim do prvniho vztahu a upravovanim,

o« 2a?
 14a?
(14 a®)a =2a?
(1—2a+a*)a=0

takZe reSenimi jsouprav€ a =b=c=0aa=b=c=1.
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Komentdr: Tato Uloha byla velmi téZka, coZ se projevilo jak na poc¢tu odevzda-
nych feSeni tak na bodovych ohodnocenich - byla dikazova a pti reSeni bylo
jednoduché udélat chyby. Proto chvalim vSechny feSitele, ktef{ se o ni alespon
pokusili.

Ulohy paté série opravovali a komentéaie sepsali: 1. Luisa Troupové, 2. Matyas
Hazdra, 3. Vojtéch ,Kanec” Kadlec, 4. Adam Drinek, 5. Vojtéch ,Kanec” Kadlec a
Adam Dtinek, 6. Vit ,Si¢ak” Houfek, 7. Tomas Flidr
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