Vzorové feseni tloh

Vzorova reseni a komentare
k 6. sérii tloh

Uloha ¢.1

Koko se rozhodla, Ze si ¢ekdni na prijezd kolonizdtorti zkrdti hrou. Vzala si klasic-
kou Sestisténnou hraci kostku a trikrdt ndhodné vybrala néjakou sténu a smazala
zni jeden puntik. Celkem tedy smazala tvi puntiky. Jakd hodnota ji bude priimérné
padat pyi hodech touto kostkou?

Resent: Nejdiive se pojdme podivat, jak zjistime hodnotu priimérného hodu
kostky. Toto zjistime aritmetickym pramérem vsech puntikd na nasi kostce.
Aritmeticky primér se pocitd jako celkovy pocet puntikli déleny poctem stén.
Pro normaélni kostku to vypada jako

celkovy pocet puntika
pocet stran

KdyZ toto vime, tak se miZeme vrhnout na spocitani pripadu pro Koko. Vime, ze

trikrat smazala jeden puntik, tim pddem dohromady puntiky smazala tti. Toto
musime pridat do naSeho poctu celkovych puntikii a budeme mit vysledek:

1+2+3+4+5+6—-3

c =

TakZe Koko bude primérné padat hodnota 3.

3

Uloha ¢&.2

Obr. 1

Realizace projektu byla podporena ' ‘
Ministerstvem $kolstvi, mladeze . A‘ .
a télovychovy. matfvz
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Noel md pravidelny osmitihelnik s ¢isly napsanymi na vrcholech jako na obrdzku
1. Noel je perfekcionista a chce mit na kazdém vrcholu stejné cislo. Jediny zptisob,
Jjakym mitize Noel zménit cisla na vrcholech, je, Ze vybere dva sousedni vrcholy
a k obéma pricte jednicku. MiiZe se to Noelovi povést? Dobre odiivodnéte sviij

vysledek, pro¢ se mu to miiZe, ¢i nemtiZe povést.

Resent: KdyZ budeme ndhodné pridavat +1 k vrcholtim, tak brzy zjistime, Ze
at se snazime, jak chceme, tak se ndm to nepodari. Ted ale potfebujeme ptijit
na to proc.

Pokud chceme pridat k néjakému vrcholu, tak musime pridat k néjakému ze
sousedll. Vzdy tedy pridavame po dvojicich. Pokud chceme pridat treba +2 k
néjakému vrcholu, mizeme bud do vedlejsich ptidat +1, nebo do jednoho ved-
lejsiho pridat +2. Timto mtzeme Yict, Ze vzdy kdyz priddme +1, tak pridavame
do dvou skupin vrcholq, které se stfidaji jako na obrazku 2.

0 @

Q) 1

Obr. 2

Kdykoliv chceme ptidat +1 do zakrouzkovaného vrcholu, tak musime zéro-
ven pridat +1 do nezakrouzkovaného vrcholu. Diky tomuto si mizeme spocitat,
kolik je soucet zakrouzkovanych vrchol a kolik je soucet ostatnich vrcholt. Po
spocitani ndm vyjde, Ze na zakrouzkovanych vrcholech je soucet 4, zatimco na
nezakrouzkovanych pouze 2.

Toto znamenad, Ze at uz budeme pricitat k vrcholim jakkoli, vZdy bude na
nasich zakrouzkovanych vrcholech o 2 vy$si soucet neZ na nezakrouzkovanych,
takZe nemutiZzeme mit na vSech vrcholech stejné ¢islo.

Uloha ¢&.3
Jack a James hraji hru. Jack si vezme karticky s cisly 3,5,6,7 a 9 a tajné si je
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v néjakém poradi oznaci pismeny a, b, c, d, e. Poté si na papir napise vysledky nd-
sledujicich péti souctii: a+b, b+c, c+d, d+e, e+a. Jack poté Jamesovi prozradyi,
Ze kdyz si vysledky na papire seradi podle velikosti, budou tvorit aritmetickou po-
sloupnost. Pomozte Jamesovi urcit hodnotu prostredniho clenu oné aritmetické
posloupnosti.

Resent: Tuto ulohu budeme resit pres aritmeticky primér. Nejprve se¢teme
pét danych souctl a upravime vyraz.

(a+b)+(b+c)+(c+d)+(d+e)+(e+a)=2x(a+b+c+d+e)
Dosadime ¢isla ze zadani, nezalezi v jakém poradi.
2x(34+54+6+7+9) =60

My musime nalézt prostfedni ¢len aritmetické posloupnosti a to je v tomto pti-
padé primér. Proto vydé€lime soucet vSech ¢lenti poctem ¢lent.

605 =12
Zjistili jsme, Ze prostredni ¢len této aritmetické posloupnosti je 12.

D

Obr.3
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Uloha &. 4

Kanadany uz prestalo bavit mit na vlajce javorovy list, a tak se rozhodli pro vice
abstraktni obrazec 3. Sestavi se tak, Ze narysujete doprostred vlajky kruznici k.
Na té si vyznacite protilehlé body A a B, které spojite a vyznacite tak priimér
kruznice k. Ddle si vyznacite bod C leZici na tisecce AB tak, Ze plati 2|AC| = |CB|.
Nakonec si vyznacite body D a E tak, Ze D lezi na jednom z priisecikii kolmice
na AB v bodé C s kruznici k a DE je priimér kruznice k. Jaky je pomér obsahu
trojtihelniku CDE k trojuhelniku ABD?

Resent:

D

Obr.4

Do obrazku, ktery madme v zadéni, si vyznac¢ime dva dalsi body: S je stied
kruZnice k a F se nachéazi v druhém bodé, kde kolmice na AB protina kruZnici
k. Ozna¢me x primér kruZnice k.

Je ztejmé, Ze jelikoZ DE je primér k, pak stejné jako AB prochézi stfedem
kruZnice S. Nyni sestrojme p¥{imku EF, ¢imz vytvotime trojuhelnik DFE. JelikoZ
tento trojihelnik je podobny trojuhelniku CSD (dvakrat jsme prodlouzili jeho
strany CD a SD), pfimka EF musi byt rovnobézna s ptimkou AB a u F je pravy
Uhel.

Ze zadani plati, ze |AC| = %x. JelikozZ |AS| = %x, plati, ze |CS| = %x—%x =
Strana FE trojuhelniku DFE musi tedy byt dvakrat tak dlouhd, tedy |FE| =

X.

1
i
gX.
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Tato strana je také vyskou trojuhelniku CDE, jeho obsah S; je tedy 'CDlzﬁ =

= @ - 3. Dale mizeme spocitat, Ze obsah S, trojuhelniku ABD je

_ xlcp|
XIEPLN

IAB|-|CD| _
5 =

a8 hledany pomér je:

CD| «x
571 __2 '3 _]
S x-|CD|
2 2

Komentdr: Uloha §la fesit riznymi zptsoby, jelikoz v kruznici je spoustu riiz-
nych symetrii, které $lo vyuzit. Pfi feSeni bylo mozné dokonce dopocitat presnou
velikost vysky CD, coZ nicméné k reSeni neni nutné. VétSina resitelti za tilohu
ziskala plny pocet boda.

Uloha &.5

Tri kamarddi, Maty, Stépdn a Dan, si hodili kostkou a kaZdy se podival jen na svoje
Cislo. Poté prisla Luisa a zeptala se jich: ,hodili jste dohromady alespori 15?“ Maty
odpovédeél ,nevim“ a Stépdn pak totéZ. Dan na to ale zareagoval, Ze urcité hodili
alesport 12. Po této informaci Maty zase odpovédél, Ze nevi, a to stejné odpovédel
i Stépdn, a Maty znovu dodal, Ze stdle nevi. Kdyz to viak dorekl, Stépdn nadsené
vykrikl, Ze se jim podarilo hodit alespori 15. Kolik kdo hodil, pokud vsichni vikali
pravdu?

Resent: Maty, Stépan i Dan mohli hodit 1,2, 3,4, 5 nebo 6. Po zeptani se otazky
Maty odpovi, Ze nevi, jestli dokazali hodit alespoii 15. To znamen4, Ze nemohl
hodit 1 ani 2. Kdyby hodil 1 nebo 2, tak at uz Stépan a Dan hodili cokoliv, soucet
nemtiZze byt alespont 15 2 + 6 + 6 = 14). To stejné plati i pro Stépana, kdyz
tekl, Ze nevi, jestli dokazali hodit alespon 15. Dan tekl, Ze hodili alespon 12, tedy
musel hodit 6, jelikoZ nevi, co hodili Maty a Stépan; nejmensi, co mohli hodit,
jsou dvé trojky. Dohromady tedy hodili alespoti 12.

Po této informaci Maty nevédél, jestli hodili alesponi 15, to znamen4, Ze neho-
dil 6, jelikoZ by hned védél, Ze je mozné hodit alespori 15, at uz by Stépan hodil
cokoliv. Stépan mu na to odpovédél, Ze opét nevi, to tedy uvozuje, Ze nehodil 3,
jelikoZ by hned tekl, Ze nehodili alespori 15, ale také nehodil 6, jelikoZ by hned
rekl, Ze hodili alespon 15.

Maty opét nevi, tedy nehodil 3, protoZe by fekl, Ze to neni mozné. Nehodil ani
5, protoZe by fekl, Ze je to mozné, jelikoZ Stépan hodil 4 nebo 5 a oboje dava
soucet alesponi 15. Nakonec Stépan rekl, Ze hodili alespori 15, musel tedy hodit
presné cislo 5, jelikoZ vi, Ze Dan hodil 6 a Maty 4.

pikomat.mff.cuni.cz Strana 5



Pikomat MFF UK, 41. ro¢nik, 6. série

Uloha &.6
Na tabuli jsou napsdna po radé ¢isla 0 1 2 3 ...19. George a Charles maji fixu

a hraji ndsledujici hru. Hrdc na tahu vybere dvé po sobé jdouci Cisla, mezi kterymi
zatim neni nic napsdno, a napiSe mezi né budto minus, nebo plus. Oba hrdci se
stridaji v tazich, Charles zacind. Cil Charlese je, aby vysledek ddval po délent tremi
zbytek 0 (coZ je napriklad —3, —12 nebo 21). Cil George je, aby vysledek délit tremi
beze zbytku neslo. Oba z nich hraji nejlépe, co to jde. Kdo z nich md vyhrdvajict

strategii? Tuto strategii dobre popiste.

Resent: Oba hraci odehraji dohromady 19 taht. Charles jich pfitom odehraje 10
a George 9. Pritom George ma vyhravajici strategii. Georgliv cil je, aby po kazdém
jeho tahu byl celkovy zbytek po déleni tfemi u ¢isel, u kterych je znaménko jiz
napsané, vzdy 0. Vzhledem k tomu, Ze posledni tah mé Charles, Georgovi bude
stacit, aby posledni ¢islo na tabuli nebylo délitelné tfemi. Nyni staci ukazat, Ze se
mu to miiZze podarit. Mdme dohromady 6 ¢isel, kterd jsou délitelna tfemi beze
zbytku, 7 ¢isel davajicich zbytek 1 a 6 ¢isel davajici zbytek 2 po déleni tremi.

Pokud Charles da ve svém tahu znaménko pied ¢islo délitelné tfemi, da Ge-
orge v nasledujicim tahu libovolné znaménko pred jiné cislo délitelné tremi.
Vzhledem k tomu, Ze jich je sudy pocet, nemuze nastat situace, aby na George
uz takové ¢islo nezbylo.

Pokud Charles umisti znaménko pred ¢islo davajici zbytek 1, umisti George
shodné znaménko pred ¢islo davajici zbytek 2. Tim zarudi, Ze soucet poslednich
dvou zahranych ¢isel musi byt délitelny tfemi.

Pokud Charles umisti znaménko pred cislo davajici zbytek 2, umisti George
shodné znaménko pred ¢islo davajici zbytek 1. Tim opét zaruci délitelnost tremi.

Vzhledem k tomu, Ze ¢isel davajici zbytek 1 je o jedna vice nez téch, co da-
vaji zbytek 2, nastane ve hre situace, kdy George nemiiZe hrat podle vySe uve-
deného schématu. To se stane presné poté, co George umisti 6krat znaménko
pred ¢islo nedélitelné tremi (tedy ¢islo davajici zbytek 1 nebo 2). V tuto chvili
uz ale zbyva pouze jedno Cislo davajici zbytek 1 a n€jaké mnozstvi cisel délitel-
nych tfemi. Cisla délitelna tfemi uz délitelnost neovlivni. V néjakou situaci ale
néktery z hracli bude muset umistit znaménko pied posledni ¢islo davajici zby-
tek 1, ¢imz celkovy soucet udéla nedélitelny tfemi. George tedy skute¢né vzdy
vyhraje.

Uloha ¢&.7

Booneovi psi kamarddi na oslavu upekli obdélnikovy koldc. Chtéli by koldc roz-
rezat na obdélnikové dilky pomoci rovnych vezii vZdy pres cely koldc (nelze ko-
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ld¢ Fezat na patra, na to je moc placaty). Pritom Boone dostane vsechny vnitrni
dilky, zatimco jeho kamarddi si mezi sebe rozdéli dilky, co jsou na okraji koldce.
Kazdy pes nakonec dostal stejny pocet dilkti (jak Boone, tak jeho kamarddi). Ur-
Cete v§echny moznosti, kolik psti se o dort mohlo takto spravedlivé podeélit. Pro
kazZdou velikost skupiny urcete jedno rozkrdjent koldce (pocet svislych a pocet vo-
dorovnych rezii). UkaZte, proc pro jiné velikosti skupiny vhodné rozkrdjeni koldce
neexistuje.

Resent: Ozna¢me si strany kol4ce jako a, b. Poté pocet dilkii pro Booneho ma-
Zeme zapsat jako (a — 2)(b — 2) a pro jeho kamarady jako 2a + 2b — 4. Vime,
Ze (a —2)(b—2) £ 2a + 2b — 4, protoze kamaradi maji dohromady k ndsobek
poctu Booneho dilkd.

Po Gpravé nasi predchozi nerovnice dostaneme:

(a—2)(b—2)<2a+2b—4

ab—2b—2a+4<2a+2b—4

ab =4(a+b—2)

Z nerovnice lze vy¢ist, Ze alespoii jedno z ¢isel a,b musi byt < 6, protoze
pokud jsou obé ¢isla vétsi nez Sest, nerovnice nemuize nikdy platit.

Reknéme, Ze a je to mensi z &isel: a < b. Vime, Ze a < 6. Nyni ndm zbyva
vytesit rovnici k(a — 2)(b — 2) = 2a + 2b — 4 pro vSechna mozné pfirozend a
vétsi nez 2 (pokud a < 2, pak Boone nema kamarady).

a)a=3

Poté Boone ma b — 2 dilk(i, kamaradi maji 2b + 2. Vime, Ze nejmensi pocet
Boonevych kamaradi je k = 3, jelikoZ kola¢ ma tvar obdélniku se tfemi radky.
Prosttedni fadek bez krajnich dilkti je Booneho, zbytek je pro kamarady. Ti maji
celé dva tadky a k tomu krajni kousky, takze kamaradd musi byt vic nez dva
tzn. minimalné tfi. Zaroven ale kamaradi nemiiZze byt vic nez 8, protozZe se 6
kamaradt musi podélit o krajni kousky a kazdy kamarad pritom musi dostat
aspoti jeden kousek. Po vyzkouSeni moznosti spliiujicich b =2 3a3 < k £ 8
ziskdme mozZna rozdéleni kolace: (a = 3,b = 3,k = 8),(a = 3,b = 4,k =
=5),(a=3,b=5k=4),(a=3,b=8k=3).

b)a=4

Poté Boone ma 2b — 4 dilkd, kamaradi maji 2b + 4. Vime, Ze nejmensi pocet
Boonevych kamaradu je k = 2, jelikozZ Boone ma dva radky bez krajnich dilka a
kamaradi maji dva radky s krajnimi dilky, tzn. musi mit vic neZ jednoho kama-
rada. Aby na kazdého kamarada vysel néjaky kousek, nemtize byt kamaradi vic
nez 9.

Po vyzkouSeni moznosti spliiujicich b = 4 a2 < k £ 9 ziskdme mozna
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rozdéleni kolaCe: (a =4,b =4,k =3),(a=4,b =6,k = 2).

oa=5

Poté Boone ma 3b — 6 dilkd, kamaradi maji 2b + 6. Vime, Ze nejmensi pocet
Boonevych kamaradd je k = 1, jelikoz existujici obdélnik ma vzdy néjaky obvod.
Horn{ omezeni na pocet kamarddu je tentokrat 11.

Po vyzkou$eni moznosti spliiujicich b =2 5a 1 < k < 11 ziskdme mozna
rozdéleni kolace: (a =5,b =12,k =1).

dDa=6

Boone mé 4b — 8 dilkti, kamaradi maji 2b + 8. Vime, Ze nejmensi pocet Bo-
onevych kamaradu je k = 1, jelikoZ existujici obdélnik ma vzdy néjaky obvod.
Nejvétsi mozny pocet kamaradi je 13.

Po vyzkou$eni moznosti splitujicich b = 6 a1 < k < 13 ziskdme mozna
rozdéleni kolace: (a = 6,b =8 k =1).

Jedna se o vSechna mozna rozdéleni kolace.

[IA

Ulohy Sesté série opravovali a komentare sepsali: 1. Vojtéch ,Kanec* Kadlec
2. Vojtéch ,Kanec” Kadlec, 3. Luisa Troupova, 4. Adam Drinek, 5. Noel Probst,
6. Lukas ,Krtek“ Koucky, 7. Robin Tesaf a Eliska Vimmerova
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